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БАГАТОВИМІРНІ УЗАГАЛЬНЕННЯ g -ДРОБІВ 
 

Çðîáëåíî îãëÿä äîñë³äæåíü, ïðèñâÿ÷åíèõ áàãàòîâèì³ðíèì óçàãàëüíåííÿì íàé-
á³ëüø âèâ÷åíîãî êëàñó ôóíêö³îíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîá³â – g-äðîá³â. Ðîçãëÿ-
íóòî ã³ëëÿñò³ ëàíöþãîâ³ g-äðîáè, äâîâèì³ðí³ g-äðîáè ³ g-äðîáè ç íåð³âíîçíà÷-
íèìè çì³ííèìè. 

 
Íàéá³ëüø âèâ÷åíèì êëàñîì ôóíêö³îíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîá³â º g -

äðîáè [10, 19, 23, 31] 

 
1

1
0

1

(1 )
1

1D n n

n

g g z
s

−∞
−

=

− + 
 

, 

äå 0 0s > , 0 0,  0 1,  ng g z= < < ∈  . Ïåðøèì äîñë³äæóâàâ öåé äð³á ïðè 1z =  

òà óìîâ³ 1lim (1 ) 0n n
n

g g −→∞
− =  ². Ñëåøèíñüêèé [18]. Ï³çí³øå Å. Âàí Ôëåê, 

Î. Ïåððîí, Â. Ñêîò, Ã. Óîëë äîñë³äæóâàëè ð³çí³ òèïè ðåãóëÿðíèõ C -äðîá³â, 
òàê çâàíèõ « g -äðîá³â» [10, 31]. Öåé êëàñ íåïåðåðâíèõ äðîá³â âèÿâèâñÿ âàæ-

ëèâèì ó çàñòîñóâàííÿõ. Çîêðåìà, Ã. Óîëë îõàðàêòåðèçóâàâ êëàñ W  ôóíê-

ö³é ( )f z , ãîëîìîðôíèõ ó ïëîùèí³ ç ðîçð³çîì : arg (1 )z z+ < π{ }  ³ ÿê³ â ö³é 

ïëîùèí³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Re 1 ( ) 0z f z+ >( ) , â òåðì³íàõ g -äðîá³â ³ 

âñòàíîâèâ ³íòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ öèõ ôóíêö³é [31]. Òàêîæ ö³ äðîáè âèêî-
ðèñòîâóþòü äëÿ àíàë³òè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³é, çíàõîäæåííÿ íóë³â ³ 
ïîëþñ³â, îáëàñòåé îäíîëèñòîñò³ äåÿêèõ àíàë³òè÷íèõ ³ ìåðîìîðôíèõ ôóíêö³é 
[28, 29], ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðîáëåìè ìîìåíò³â [31], ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü [30].  

Êîåô³ö³ºíòè ng  îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ çà êîåô³ö³ºíòàìè (ãàóñäîð-

ôîâ³ ìîìåíòè) ðÿäó Òåéëîðà 
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³ íàâïàêè. Äëÿ ¿õíüîãî îá÷èñëåííÿ ìàºìî àëãîðèòì Áàóåðà [20], ng  º ä³àãî-
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Ó. Ãðåã [23] âñòàíîâèâ àïð³îðí³ îö³íêè äëÿ íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ ( )f z ∈  

∈ W  n -ìè ï³äõ³äíèìè äðîáàìè g -äðîáó, â ÿêèé âîíà ðîçâèâàºòüñÿ â óñ³é 

îáëàñò³ çá³æíîñò³ äðîáó, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó çàïðîâàäæåíå íèì ïî-
íÿòòÿ π -äðîáó. 

Çàïðîâàäæåí³ Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêîì â ñåðåäèí³ 60-õ ðîê³â ÕÕ ñòîë³òòÿ 
ã³ëëÿñò³ ëàíöþãîâ³ äðîáè ÿê óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíèõ äðîá³â [19] â³äêðèëè 
ìîæëèâ³ñòü óçàãàëüíåííÿ ³ öüîãî íàéá³ëüø âèâ÷åíîãî êëàñó ôóíêö³îíàëüíèõ 
äðîá³â. 

Êîíñòðóêö³ÿ áàãàòîâèì³ðíîãî g -äðîáó âïåðøå ðîçãëÿíóòà â ðîáîò³ [2]. 
Òåõí³êà g -äðîá³â ³ çâ’ÿçàíèõ ç íèìè ëàíöþãîâèõ ïîñë³äîâíîñòåé áóëà âèêî-
ðèñòàíà ïðè äîâåäåíí³ áàãàòüîõ îçíàê çá³æíîñò³ íåïåðåðâíèõ äðîá³â, çîêðå-
ìà, îçíàê çá³æíîñò³ Ïåððîíà, Âàí Ôëåêà, Ïåéäîíà – Óîëëà, Ñëåøèíñüêî-
ãî – Ïð³íãñãåéìà, Êîõà òà ³í. Ó ìîíîãðàô³¿ [1] ðîçãëÿíóòî áàãàòîâèì³ðí³ 
óçàãàëüíåííÿ öèõ ðåçóëüòàò³â. 

 Òåîðåìà 1 (Óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ïåððîíà [1]). Íåõàé äëÿ ÃËÄ  
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äå 0b , ( )i ka  – êîìïëåêñí³ ÷èñëà, ïðè âñ³õ ìîæëèâèõ íàáîðàõ ³íäåêñ³â âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè 

 ( ) ( ) ( 1)
1 (1 )i k i k i ka g g
N −≤ − , (2) 

( ) ( ),  0 1i k i kg g∈ ≤ < , 1, , ,  1ki N k= ≥ , àáî ( )0 1i kg< ≤ , 1, , ,  1ki N k= ≥ , 

ïðè÷îìó (0) 0 0ig g= = .  

Òîä³ ÃËÄ (1) àáñîëþòíî çá³ãàºòüñÿ ³ éîãî îáëàñòþ çíà÷åíü º êðóã 

0 1z b− ≤ . 

 Òåîðåìà 2 (Óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Âàí Ôëåêà [1]). Íåõàé åëåìåíòè ÃËÄ  
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 Òîä³ ÃËÄ (3) àáñîëþòíî çá³ãàºòüñÿ, ÿêùî çá³ãàºòüñÿ ðÿä 
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Çíà÷åííÿ ÃËÄ (3) ³ âñ³õ éîãî ï³äõ³äíèõ äðîá³â íàëåæàòü îáëàñò³  

 1 1(2 1) ( 1)(2 1)z T T T T T− −− − ≤ − − .  

Òåîðåìà 3 (Óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ïåéäîíà – Óîëëà [1]). Íåõàé åëåìåí-
òè ( )i ka  ÃËÄ (3) º êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2), 

( )i kg ∈  , ( )0 1i kg≤ < , 01, , ,  1,  0ki N k i= ≥ = , ïðè÷îìó (0) 0 0ig g= = .  

Òîä³ ÃËÄ (3) çá³ãàºòüñÿ, ÿêùî ³ñíóº òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n  ³ íàá³ð 
³íäåêñ³â 1 2, , , ni i i , 1, , ,  1, ,ki N k n= =  , ùî ( ) 0i ng =  àáî ( )i nNa ≠  

( ) ( 1)(1 )i n i ng g −≠ − − . 

Ï³ñëÿ çàïðîâàäæåííÿ ïîíÿòòÿ äâîâèì³ðíîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó (ÄÍÄ) 
[17] ïî÷àëîñÿ âèâ÷åííÿ éîãî âëàñòèâîñòåé òà âëàñòèâîñòåé ð³çíèõ êîíñòðóê-
ö³é ÄÍÄ â çàëåæíîñò³ â³ä âèãëÿäó ÷àñòèííèõ ÷èñåëüíèê³â ÷è çíàìåííèê³â 
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ÄÍÄ. Ïåðø³ äâîâèì³ðí³ óçàãàëüíåííÿ g -äðîáó ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ [3, 24]. 
Òàê, ó [3] ââåäåíî äâîâèì³ðíèé íåïåðåðâíèé g -äð³á (ÄÍ g -Ä) âèãëÿäó 
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,  0,  0ijg i j≥ ≥ , – ä³éñí³ ñòàë³ òàê³, ùî 0 1ijg≤ ≤ , ijz  – êîìïëåêñí³ çì³íí³, 

äîñë³äæåíî â ðîáîò³ [24]. ÄÍg -Ä (5) âèêîðèñòàíî äëÿ äîâåäåííÿ îäíîãî ç 
óçàãàëüíåíü òåîðåìè Ñëåøèíñüêîãî – Ïð³íãñãåéìà äëÿ ÄÍÄ. 

Òåîðåìà 4 (Óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ñëåøèíñüêîãî – Ïð³íãñãåéìà [25]). Íå-
õàé åëåìåíòè äðîáó (4) – êîìïëåêñí³ ÷èñëà, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 

 1, 1 00 00
1 (1 ),          
3ii ii i ia g g a g− −≤ − ≤ , 

 1, 1, , 1 , 1    1 1(1 ),      (1 )
3 3i i i i ii i i i i iia g g a g g+ + + +≤ − ≤ − , 

 1, , 1  (1 ),    ,    (1 ),    ,   , 0,1,ij ij i j ij ij i ja g g i j a g g i j i j− −≤ − > ≤ − < =  , 

äå 1, 1,  0 1,  0ij ijg g g− −∈ ≤ < =  àáî ,  0 1ij ijg g∈ < ≤ .  

 Òîä³ ÄÍÄ (4) àáñîëþòíî çá³æíèé ³ éîãî çíà÷åííÿ íàëåæèòü êðó-
ãó 1z ≤ . 

Áàãàòîâèì³ðíèìè g -äðîáàìè íàçèâàþòü ã³ëëÿñò³ ëàíöþãîâ³ äðîáè âè-
ãëÿäó 
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Nz z z z= ∈  , ( )0 1i kg≤ ≤ . Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìè 1–3, ìîæíà 

ñôîðìóëþâàòè îçíàêè çá³æíîñò³ òàêèõ äðîá³â. 
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Òåîðåìà 5 [1]. ÃËÄ (6), äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè ( )0 1i kg≤ <  àáî 

( )0 1i kg< ≤ , ïðè÷îìó (0) 0 0ig g= = , çá³ãàºòüñÿ àáñîëþòíî, ÿêùî 
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f  – çíà÷åííÿ íåñê³í÷åííîãî äðîáó (6), nf  – éîãî n -é ï³äõ³äíèé äð³á. 

 Áàãàòîâèì³ðíèì g -äðîáàì ïðèñâÿ÷åíà äèñåðòàö³éíà ðîáîòà Ð. ². Äìèò-
ðèøèíà. Â³í ïîáóäóâàâ àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ êðàòíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó â 
áàãàòîâèì³ðíèé g -äð³á ³, íàâïàêè, – ã³ëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî g -äðîáó â 
êðàòíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, îçíà÷èâ ³ äîñë³äèâ âëàñòèâîñò³ áàãàòîâèì³ðíèõ 
ëàíöþãîâèõ ïîñë³äîâíîñòåé, äîâ³â ³ñíóâàííÿ ³ ºäèí³ñòü ì³í³ìàëüíèõ ³ ìàêñè-
ìàëüíèõ ïàðàìåòð³â ö³º¿ ïîñë³äîâíîñò³ [6, 12, 13]. Áóëè òàêîæ âñòàíîâëåí³ 
ïàðàáîë³÷í³ òà åë³ïòè÷í³ îáëàñò³ çá³æíîñò³ g -äðîá³â (6), (7) [16, 21, 22]. 

Âàæëèâîþ áóëà çàäà÷à îòðèìàííÿ îö³íîê ïîõèáîê àïðîêñèìàö³é äðîá³â 
(6), (7), äëÿ öüîãî â [5, 11] áóëî çàïðîâàäæåíî ïîíÿòòÿ äîïîì³æíîãî áàãàòî-
âèì³ðíîãî π -äðîáó, âñòàíîâëåíî çâ’ÿçîê ì³æ π - ³ g -äðîáàìè, ÿêèé ³ âèêî-
ðèñòàíî äëÿ âñòàíîâëåííÿ àïð³îðíèõ îö³íîê. 

Òåîðåìà 6 [11]. Áàãàòîâèì³ðíèé g -äð³á (6) çá³ãàºòüñÿ â îáëàñò³ 
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( )ng z  – n -íå íàáëèæåííÿ äðîáó (6). 

Òåîðåìà 7 [21]. Äð³á (6) çá³ãàºòüñÿ â êîæí³é òî÷ö³ îáëàñò³ 
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äî ãîëîìîðôíî¿ â ö³é îáëàñò³ ôóíêö³¿. Çá³æí³ñòü ð³âíîì³ðíà íà êîìïàê-
òàõ ö³º¿ îáëàñò³. 

Ïîðÿä ç áàãàòîâèì³ðíèìè g -äðîáàìè (6), (7) òà ÄÍg -Ä (5) âèâ÷àþòüñÿ 
ÄÍ g -Ä âèãëÿäó  
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Çàçíà÷èìî, ùî ÄÍÄ íå º ÃËÄ ³ç ÷èñëîì ã³ëîê ðîçãàëóæåííÿ 2N = , à, 
îòæå, ³ ÄÍg -Ä íå º áàãàòîâèì³ðíèì g -äðîáîì. 

ÄÍ g -Ä (8) ââåäåíî â ðîáîò³ Ñ. Ì. Âîçíî¿ [7]. Ó ðîáîòàõ [8, 9, 26, 27] ïî-
áóäóâàíî àëãîðèòì ðîçâèíåííÿ ïîäâ³éíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó ÄÍg -Ä ³, íà-
âïàêè, – ÄÍ g -Ä ó ïîäâ³éíèé ñòåïåíåâèé ðÿä, äîñë³äæåíî çá³æí³ñòü ÄÍg -Ä 
³ äåÿêèõ éîãî ñïåö³àëüíèõ âèãëÿä³â, âñòàíîâëåíî îö³íêè ïîõèáîê íàáëèæåí-
íÿ äâîâèì³ðíèìè íåïåðåðâíèìè g -äðîáàìè. 

Òåîðåìà 8 [8]. Äëÿ ÄÍg -Ä (8) ³ñíóº ºäèíèé ôîðìàëüíèé ïîäâ³éíèé 
ñòåïåíåâèé ðÿä 

 2
1 2 1 2

0

( 1) ,    ,      0,    0,     ( , )k k
k k

k

s z z s k z z
∞

+

+ =
− ∈ ≥ ≥ = ∈∑ z 

 


  , 

äî ÿêîãî öåé äð³á áóäå â³äïîâ³äíèì. Ïîðÿäîê â³äïîâ³äíîñò³ äîð³âíþº .n  
 Ó ðîáîò³ [8] âñòàíîâëåíî àíàëîã àëãîðèòìó Áàóåðà ðîçâèíåííÿ ïîäâ³é-
íîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó ÄÍg -Ä (8). 
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МНОГОМЕРНЫЕ ОБОБЩЕНИЯ g -ДРОБЕЙ 

 Ñäåëàí îáçîð èññëåäîâàíèé ïî ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèÿì íàèáîëåå èçó÷åííîãî êëàñ-
ñà ôóíêöèîíàëüíûõ íåïðåðûâíûõ äðîáåé – g-äðîáåé. Ðàññìîòðåíû âåòâÿùèåñÿ 
öåïíûå g-äðîáè, äâóìåðíûå g-äðîáè è g-äðîáè ñ íåðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè. 
 
MULTIDIMENSIONAL GENERALIZATIONS OF g - CONTINUED FRACTIONS 

 
A survey of multidimensional generalization of the best-studied class of functional 
continued fractions – g-fractions – has been proposed. Branched continued g-fractions, 
two-dimensional continued g-fractions and g-fractions with unequal variables have been 
considered. 
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